
Ëåêöèÿ 1
ÄÂÀ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß �ÅØÅÍÈß1. ÂâåäåíèåÒàê óæ óñòðîåíà ïðèðîäà, ÷òî áîëüøîå ÷èñëî ÿâëåíèé â ðàçëè÷íûõîáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ, òàêèõ êàê �èçèêà, õèìèÿ, áèîëîãèÿ, ýêîëîãèÿ,èíæåíåðíîå äåëî è äð. äîñòàòî÷íî ïîëíî ìîæåò áûòü îïèñàíî ëèøü ñïðèâëå÷åíèåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îáëàñòè, ãäå òîëüêî òàêîåîïèñàíèå è âîçìîæíî, ïîñòîÿííî ðàñøèðÿþòñÿ. Îäíàêî, íàõîæäåíèå ðå-øåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ê êîòîðûì èçó-÷àåìûå ÿâëåíèÿ ñâîäÿòñÿ, îêàçûâàåòñÿ äàëåêî íå ïðîñòûì äåëîì. Òî÷íûåðåøåíèÿ, îáû÷íî â âèäå ðÿäà èëè èíòåãðàëà, óäàåòñÿ íàéòè òîëüêî äëÿî÷åíü óçêîãî êëàññà çàäà÷. Êàê ïðàâèëî, ýòî çàäà÷è äëÿ äîâîëüíî ïðî-ñòûõ óðàâíåíèé, çàäàâàåìûõ (÷òî áîëåå ñóùåñòâåííî) â îáëàñòÿõ ïðîñòîéãåîìåòðè÷åñêîé �îðìû. Ñðåäè ìåòîäîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íàéòè òàêèåðåøåíèÿ, îòìåòèì ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ìåòîä èíòåãðàëüíûõïðåîáðàçîâàíèé, ìåòîä �óíêöèè �ðèíà. Áûëè ïîòðà÷åíû çíà÷èòåëüíûåóñèëèÿ íà ïîäõîäÿùóþ ìîäè�èêàöèþ ïîäîáíûõ ìåòîäîâ è íà ñîçäàíèåíîâûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå äàâàëè áû ðåøåíèå â çàìêíóòîé �îðìå äëÿ áî-ëåå øèðîêîãî êëàññà çàäà÷. Îäíàêî âñå ýòè óñèëèÿ íå ñìîãëè îáåñïå÷èòüçàïðîñîâ ïðàêòèêè â ðåøåíèè âñå áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷, ÷òî â êîíå÷íîìñ÷åòå ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ.Ñåãîäíÿ ñðåäè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñàìûìè ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ ñå-òî÷íûå ìåòîäû. Ïðè÷èíîé òîìó ñëóæèò èõ áîëüøàÿ óíèâåðñàëüíîñòü è9



10 Ëåêöèÿ 1îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè. Ïðèìåíèòåëüíî ê äè��åðåíöèàëü-íûì óðàâíåíèÿì òåðìèí "ñåòî÷íûå ìåòîäû" ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â êà-÷åñòâå ñèíîíèìà òåðìèíîâ "ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé" è "ðàçíîñòíûåìåòîäû", îäíàêî íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå îïðàâäàííîé áîëåå øèðîêàÿòðàêòîâêà ýòîãî ïîíÿòèÿ, âêëþ÷àþùàÿ â íåãî è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ (ÌÊÝ).Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ çàâîåâàë âñåîáùåå ïðèçíàíèå êàê âåñüìàý��åêòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè, ìà-òåìàòè÷åñêîé �èçèêè è òåõíèêè. Òàêàÿ ïîïóëÿðíîñòü ìåòîäà îáúÿñíÿåòñÿöåëûì ðÿäîì ïðè÷èí, ñðåäè êîòîðûõ íà ïåðâîå ìåñòî äîëæíû áûòü ïî-ñòàâëåíû åãî áîëüøàÿ óíèâåðñàëüíîñòü, îáùàÿ äëÿ âñåõ ñåòî÷íûõ ìåòî-äîâ, ïðîñòîòà �èçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè è àëãîðèòìè÷íîñòü. Îäíàêî ìûíå ðàçäåëÿåì ÷àñòî âûñêàçûâàåìîå ìíåíèå î òîì, ÷òî ñõåìû ÌÊÝ ëó÷-øå ðàçíîñòíûõ ñõåì. Íå ðàçäåëÿåì ìû è ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êó çðåíèÿ.Íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîãî òðóäà äîêàçàòü, ÷òî õîðîøàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìàëó÷øå ïëîõîé ñõåìû ÌÊÝ, à õîðîøàÿ ñõåìà ÌÊÝ ëó÷øå ïëîõîé ðàçíîñò-íîé ñõåìû. Íî âåäü öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü ñðàâíåíèå ëèøü â ñîïîñòà-âèìûõ ñèòóàöèÿõ, à ýòî òðåáóåò áîëüøåé êâàëè�èêàöèè. Âèäèìî, ðàçëè÷-íûå ïîäõîäû äîëæíû ðàçóìíî äîïîëíÿòü äðóã äðóãà. È, òåì íå ìåíåå, ìûäîëæíû îòìåòèòü, ÷òî, åñëè äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìû-ìè ìåòîäàìè õîðîøåé ðàçíîñòíîé ñõåìû òðåáóåòñÿ ñðàâíèòåëüíî âûñîêàÿêâàëè�èêàöèÿ èññëåäîâàòåëÿ, òî, çà÷àñòóþ, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû ÌÊÝàíàëîãè÷íîãî êà÷åñòâà äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âïîëíå�îðìàëüíûõ ïðîöåäóð.Òàê ÷òî æå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÌÊÝ? Åñëè íå ïîáîÿòüñÿ îáðóøèòü íàñâîþ ãîëîâó ñâÿùåííûé ãíåâ ðûöàðåé ÌÊÝ, òî î÷åíü ãðóáî è íåòî÷íîìîæíî áûëî áû ñêàçàòü, ÷òî ÌÊÝ � ýòî õîðîøèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ õî-ðîøèõ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Îäíàêî ëó÷øå áûëî áû ñêàçàòü, ÷òî ÌÊÝ � ýòîñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé êîíòèíóàëüíîé ñðåäû, îïèñûâà-åìîé êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîõðàíÿþ-ùèé âàæíåéøèå ñâîéñòâà ïîñëåäíåé. Íî è ýòî îïðåäåëåíèå íå îòðàæàåòïîëíîñòüþ ñóùåñòâà äåëà. Åñëè ñìîòðåòü øèðå, òî ÌÊÝ � ýòî òåõíîëîãèÿðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ÝÂÌ.Íàïðàøèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïàðàëëåëü ìåæäó ýâîëþöèåé ïîíÿòèé ðå-



2. Äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à 11øåíèÿ è ðàçíîñòíîé ñõåìû. Íà ïåðâûõ ýòàïàõ èññëåäîâàíèÿ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé ïîä ðåøåíèåì ïîíèìàëàñü �óíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ àíàëè-òè÷åñêè, è, òåì ñàìûì, ïîääàþùàÿñÿ ïîëíîìó àíàëèçó. Ïî ìåðå óñëîæ-íåíèÿ óðàâíåíèé è çàäà÷ äëÿ íèõ ïðàâà ãðàæäàíñòâà îáðåëè ðåøåíèÿ,çàäàâàåìûå ðÿäàìè èëè èíòåãðàëàìè. È, íàêîíåö, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîäðåøåíèåì ÷àùå âñåãî ïîíèìàþò ÷èñëåííîå ðåøåíèå. ×òîáû ïðîàíàëèçè-ðîâàòü êàêîå-ëèáî ÿâëåíèå, òåïåðü óæå íóæíî ïðîâåñòè ñåðèþ ðàñ÷åòîâïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿïàðàìåòðîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ìîìåíòà çàðîæäåíèÿ ïîíÿòèÿ ðàçíîñò-íîé ñõåìû è äî íåäàâíåãî âðåìåíè èñïîëüçóåìàÿ â ðàñ÷åòàõ ðàçíîñòíàÿñõåìà äîëæíà áûëà áûòü âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå. Ýòî áûëî íåîáõîäèìî íåòîëüêî äëÿ òîãî,÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü íåïîñðåäñòâåííûåâû÷èñëåíèÿ èëè ïðîãðàììèðîâàòü íà ÝÂÌ, íî è ÷òîáû îöåíèòü òàêèå êà-÷åñòâà ñõåìû êàê ñèììåòðèÿ, àïïðîêñèìàöèÿ, óñòîé÷èâîñòü, ñõîäèìîñòüè äð. Ëèøü ñ ðàçâèòèåì òåõíîëîãèè ÌÊÝ îò ýòîãî òðåáîâàíèÿ óäàëîñüîòêàçàòüñÿ è äîâîëüñòâîâàòüñÿ àëãîðèòìîì ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðà-è÷åñêèõ óðàâíåíèé, âìåñòî ÿâíîãî èõ âèäà. Ïðè ýòîì îñíîâíûå ñâîéñòâàñõåìû îêàçûâàþòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò åå ÿâíîãî âèäà.Ìû ïîñòîÿííî ïîä÷åðêèâàåì áëèçîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èÌÊÝ, îäíàêî èìååòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè ìåòîäàìèâ ïîäõîäå ê ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ � â ïåðâîì èç íèõ àïïðîêñèìèðóåò-ñÿ óðàâíåíèå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, à âî âòîðîì � ñàìî èñêîìîå ðåøåíèå.Òàêàÿ òåñíàÿ ñâÿçü �îðìóëèðîâêè ÌÊÝ ñ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì îáÿ-çûâàåò íàñ ïîäîéòè ê ïîíÿòèþ ðåøåíèÿ ñ á�îëüøèì âíèìàíèåì, ÷åì ýòîáûëî áû íåîáõîäèìî ïðè èçëîæåíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.2. Äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷àÊðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåÿâëÿþòñÿ òåì îáúåêòîì, ãäå íàèáîëåå ïîëíî ïðîÿâèëèñü äîñòîèíñòâà ìå-òîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ � áåçóñëîâíî, ïàëüìà ïåðâåíñòâà çäåñü ïðèíàä-ëåæèò äâóìåðíûì è òðåõìåðíûì çàäà÷àì. Îäíàêî äâóõòî÷å÷íûå êðàå-âûå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòóþ, íî äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíóþìîäåëü, íà ïðèìåðå êîòîðîé ìîæíî îñâåòèòü ìíîãèå îñíîâíûå àñïåêòû



12 Ëåêöèÿ 1ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.�àññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè �óíêöèè u := u(x), 0 6 x 6 1,êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà
Lu := − d

dx
(p(x)

du

dx
) + q(x)u = f(x), 0 < x < 1 (1)è ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

u(0) = u(1) = 0. (2)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìèïåðâîãî ðîäà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êîý��èöèåíòîâ p(x) è q(x)óðàâíåíèÿ (1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ
p(x) > c0 = onst > 0, q(x) > 0. (3)Óðàâíåíèåì (1) îïèñûâàåòñÿ öåëûé ðÿä óñòàíîâèâøèõñÿ �èçè÷åñêèõ ïðî-öåññîâ, çàâèñèìîñòü êîòîðûõ îò äâóõ äðóãèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-íûõ ëèáî íåñóùåñòâåííà, ëèáî âîâñå îòñóòñòâóåò. Åñëè ââåñòè â ðàññìîò-ðåíèå âåëè÷èíó

w(x) := −p(x)
du

dx
, (4)íàçûâàåìóþ ïîòîêîì, òî óðàâíåíèå (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âûðà-æåííûé â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû, à(4) òîãäà åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå òîãî êîíêðåòíîãî �èçè÷åñêîãîçàêîíà, êîòîðûé ëåæèò â îñíîâå îïèñûâàåìîãî ïðîöåññà. Íàïðèìåð, â òåî-ðèè òåïëîïðîâîäíîñòè ýòî çàêîí Ôóðüå, â òåîðèè �èëüòðàöèè æèäêîñòèè ãàçà � çàêîí Äàðñè, â òåîðèè äè��óçèè � çàêîí Íåðíñòà è ò.ä.3. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèåÏóñòü I = {x| 0 6 x 6 1} � çàìêíóòûé îòðåçîê, à I = {x| 0 < x < 1} �åãî âíóòðåííÿÿ ÷àñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cm(I), m = 0, 1, . . . ìíîæåñòâî�óíêöèé, çàäàííûõ íà I è èìåþùèõ òàì íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äîïîðÿäêà m.



3. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå 13Îïðåäåëåíèå 1. �åøåíèåì (êëàññè÷åñêèì) çàäà÷è (1), (2) íàçûâàåò-ñÿ òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà çàìêíóòîì îòðåçêå I è äâàæäû íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå I �óíêöèÿ u(x) (u(x) ∈ C2(I)
⋂

C(I)),êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) è â êàæäîé òî÷êå x ∈ Iîáðàùàåò óðàâíåíèå (1) â òîæäåñòâî.Ïóñòü
p(x) ∈ C1(I), q(x) ∈ C(I), f(x) ∈ C(I). (5)Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èìååò ìåñòîÒåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (5), òî ðåøåíèå çàäà÷è (1),(2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.Óñëîâèÿ (3), âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâåííî îñëàáèòü íåëüçÿ. Åñëè, íà-ïðèìåð, ðàçðåøèòü êîý��èöèåíòó p(x) îáðàùàòüñÿ â íóëü, òî ðåøåíèÿçàäà÷è (1), (2) ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.Ïðèìåð 1. Ïóñòü, íàïðèìåð,

p(x) ≡ x, q(x) ≡ 0, f(x) ≡ 1. (6)Òîãäà îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) áóäåò �óíêöèÿ u = c1 + c2 lnx− x.×òîáû óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2) ïðè x = 1 íóæíî ïîëîæèòü
c1 = 1, à ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè x = 0, íåîáõîäèìûðàâåíñòâà c1 = c2 = 0. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî c1 è c2 ïåðåîïðåäåëåíà, íåñîâìåñòíà, è, ñëåäîâà-òåëüíî, çàäà÷à (1), (2), (6) ðåøåíèÿ íå èìååò.Åñëè æå îòêàçàòüñÿ îò âòîðîãî èç óñëîâèé (3), òî ïîÿâÿòñÿ ñëó÷àè,êîãäà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ëèáî íå ñóùåñòâóåò, ëèáî ñóùåñòâóåò, íî íååäèíñòâåííî.Ïðèìåð 2. Åñëè êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ-ìè

p(x) ≡ 1, q(x) ≡ f(x) = −π2, (7)òî îáùèì ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ áó-äåò �óíêöèÿ u(x) = c1 sin πx + c2 cos πx + 1, êîòîðàÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷å-íèÿõ c1 è c2 íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) è çàäà÷à (1), (2),(7) ðåøåíèÿ íå èìååò.



14 Ëåêöèÿ 1Ïðèìåð 3. Åñëè
p(x) ≡ 1, q(x) ≡ −π2, f(x) ≡ 2π cos πx,òî �óíêöèÿ u(x) = (c1 − x) sinπx áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) ïðèëþáîì c1 = onst, ò.å. ðåøåíèå íååäèíñòâåííî.Îáðàòèìñÿ ê óñëîâèÿì (5). ×òî áóäåò, åñëè, íàïðèìåð, f(x)∈C(I)? Òà-êîå ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåàëüíûì. Åñëè ïðèíÿòü, íàïðèìåð,òåïëîâóþ èíòåðïðåòàöèþ óðàâíåíèÿ (1), òî f(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîò-íîñòü ðàñïðåäåëåííûõ òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ, êîòîðûå âïîëíå ìîãóò áûòüðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îäíîé ÷àñòè I è ïîëíîñòüþ îòñóòñòâîâàòü íàäðóãîé. ßñíî, ÷òî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 çàäà÷à (1), (2) ðåøåíèÿ èìåòüíå áóäåò. È äåëî íå òîëüêî â òîì, ÷òî óðàâíåíèå (1) òåðÿåò ñìûñë â òî÷êåðàçðûâà �óíêöèè f(x). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò �óíê-öèè, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿëà áû óðàâíåíèþ (1) íà ó÷àñòêàõ íåïðåðûâíîñòè

f(x) è â òî æå âðåìÿ ïðèíàäëåæàëà ïðîñòðàíñòâó C2(I).Ïðèìåð 4. Åñëè, íàïðèìåð,
p(x) ≡ 1, q(x) ≡ 0, f(x) =

{
f1 = onst, 0 < x < ξ < 1,

f2 = onst, ξ < x < 1,
(8)òî ìíîæåñòâî �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà (0, ξ) è íà (ξ, 1) óðàâíåíèþ(1), (8) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõïàðàìåòðè÷å-ñêîå ñåìåéñòâî, çàäàâàåìîå ñîîòíîøåíèåì

u(x) =

{
c1x − f1x

2/2, 0 6 x < ξ,

c2(1 − x) + f2x(1 − x)/2, ξ < x 6 1.
(9)Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòà �óíêöèÿ ïðèíàäëåæàëà C2(I), íåîáõîäèìî, ÷òîáûîíà ïî êðàéíåé ìåðå áûëà íåïðåðûâíîé â òî÷êå ξ è èìåëà â ýòîé òî÷êåíåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Âûáèðàÿ ïàðàìåòðû c1 è c2 â (9) ñ ó÷åòîìóêàçàííûõ òðåáîâàíèé, íàõîäèì, ÷òî åäèíñòâåííîé äè��åðåíöèðóåìîé(îäèí ðàç) íà I �óíêöèåé ñåìåéñòâà (9) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

u(x) =
1

2

{
x[f2 − f1x + ξ(2 − ξ)(f1 − f2)], 0 6 x 6 ξ,

(1 − x)[f2x + ξ2(f1 − f2)], ξ 6 x 6 1,
(10)



4. Îáîáùåííûå �óíêöèè è îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå 15êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ïðè f1 6= f2 íå ïðèíàäëåæèò C2(I). Çàäà÷à (1), (8), (2)ðåøåíèÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 íå èìååò.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèäàòü ñìûñë ýòîé çàäà÷å è ïðè f(x)∈C(I), íåîáõî-äèìî ðàñøèðèòü ïîíÿòèå ðåøåíèÿ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ:� îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû ðåøåíèå íåïðåìåííî ïðèíàäëåæàëî
C2(Ī),� îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèÿ â êàæäîé òî÷êå.Îäíàêî äåëàòü ýòî íóæíî äîñòàòî÷íî îñòîðîæíî, ÷òîáû íå íàðóøèòüåäèíñòâåííîñòü è ÷òîáû ðåøåíèå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 îñòàâàëîñü ïîâîçìîæíîñòè (ñì. çàìå÷àíèå 4) ðåøåíèåì è â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå.
4. Îáîáùåííûå �óíêöèè è îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå×òîáû äàòü æåëàåìîå ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ, íàì íåîáõîäèìîââåñòè â ðàññìîòðåíèå ñóùåñòâåííî íîâîå ïîíÿòèå � ïîíÿòèå îáîáùåííîéïðîèçâîäíîé. Ñäåëàåì ìû ýòî îäíîâðåìåííî ñ ââåäåíèåì ïîíÿòèÿ îáîá-ùåííîé �óíêöèè. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü �óíêöèè, çàäàííûåíà âñåé îñè Ox. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ñîâîêóïíîñòü âñåõ �óíêöèé ϕ(x), êî-òîðûå áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìû íà îñè Ox è �èíèòíû. Ïîñëåäíååîçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ �óíêöèÿ ϕ(x) ∈ D òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ âíåíåêîòîðîãî îòðåçêà: ϕ(x) ≡ 0, åñëè x∈(a, b); ÷èñëà a è b � ñâîè äëÿ êàæ-äîé �óíêöèè ϕ(x). Åñëè ϕ(x) 6= 0 ïðè x ∈ (a, b), òî çàìûêàíèå óêàçàííîãîîòðåçêà (a, b) = [a, b] íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì �óíêöèè ϕ(x) è îáîçíà÷àåòñÿêàê suppϕ(x).Ïðèìåðàìè �óíêöèé èç D ìîãóò ñëóæèòü: �óíêöèÿ "øàïî÷êà"

ω(x) =





e
−

1

1 − x2 , |x| < 1,

0, |x| > 1,åå ïðîèçâîäíûå è ñäâèãè, èõ ïðîèçâåäåíèÿ ñ äðóãèìè áåñêîíå÷íî äè��å-ðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè èç C∞ è èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè.Áóäåì íàçûâàòü �óíêöèè èç D îñíîâíûìè.



16 Ëåêöèÿ 1Îáîáùåííîé �óíêöèåé f (íàä ïðîñòðàíñòâîì D) íàçûâàåòñÿ âñÿêèéëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå îñíîâ-íûõ �óíêöèé D.Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà (îáîáùåííîé �óíêöèè) f íà îñíîâíîé �óíêöèè
ϕ áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå (f, ϕ).Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì îáîáùåííîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàë,ïîðîæäåííûé ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé íà Ox �óíêöèåé ∗) f(x):

(f, ϕ) :=

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x)dx. (11)Îáîáùåííûå �óíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ëîêàëüíî ñóììèðóåìûìè íà Ox�óíêöèÿìè ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (11), íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè îáîá-ùåííûìè �óíêöèÿìè. Èìåííî ñ íèìè ìû è áóäåì èìåòü äåëî. Îñòàëüíûåîáîáùåííûå �óíêöèè íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè.Ïðèìåð ñèíãóëÿðíîé îáîáùåííîé �óíêöèè äàåò äåëüòà-�óíêöèÿ Äè-ðàêà:

(δ, ϕ) = ϕ(0). (12)Ïóñòü f(x) ∈ C1(−∞,∞), a ϕ(x) � îñíîâíàÿ �óíêöèÿ, ò.å. ϕ ∈ D.Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
(f ′, ϕ) =

∫ ∞

−∞
f ′(x)ϕ(x)dx = −

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ′(x)dx = −(f, ϕ′).Ýòî ðàâåíñòâî è ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîéîáîáùåííîé �óíêöèè: åñëè f � îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ, òî äðóãàÿ îáîá-ùåííàÿ �óíêöèÿ, îáîçíà÷àåìàÿ f ′ è îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì

(f ′, ϕ) = −(f, ϕ′), (13)íàçûâàåòñÿ åå îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé. Âñå îáîáùåííûå �óíêöèè ÿâëÿ-þòñÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûìè (â îáîáùåííîì ñìûñëå).Ïîêàæåì, íàïðèìåð, êàê äè��åðåíöèðóåòñÿ ðàçðûâíàÿ �óíêöèÿ.Ïóñòü χ(x) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, èëè "ñòóïåíüêà", ò.å.
χ(x) =

{
0, −∞ < x < 0,

1, 0 < x < ∞.
(14)

∗)Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé íà −∞ < x < ∞, åñëè èíòåãðàë Ëåáåãà îò ååìîäóëÿ ïî ëþáîìó êîíå÷íîìó îòðåçêó îãðàíè÷åí.



4. Îáîáùåííûå �óíêöèè è îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå 17Ôóíêöèÿ χ(x) ëîêàëüíî ñóììèðóåìà, è îïðåäåëÿåìàÿ åþ îáîáùåííàÿ �óíê-öèÿ åñòü
(χ, ϕ) =

∫ ∞

0

ϕdx.Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ýòîé îáîáùåííîé �óíêöèè. Â ñèëó (13) è (12)
(χ′, ϕ) = −(χ, ϕ′) = −

∫ ∞

0

ϕ′(x)dx = ϕ(0) = (δ, ϕ).Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðîèçâîäíîé "åäèíè÷íîé ñòóïåíüêè" ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà.Íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ
(χ′′, ϕ) = −(χ′, ϕ′) = (χ, ϕ′′) =

∫ ∞

0

ϕ′′(x)dx = −ϕ′(0) = −(δ, ϕ′) = (δ′, ϕ).Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ v(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáî-ëåâà
Hm(I) ≡ Wm

2 (I), m = 0, 1, . . . ,åñëè
‖v‖m,I ≡ ‖v‖m :=

[∫ 1

0

(v2 + v′
2

+ ... + v(m)2)dx

]1/2

< ∞, (15)ãäå v(k) � îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ k-ãî ïîðÿäêà.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà H0(I) åñòü íå ÷òî èíîå êàê õî-ðîøî èçâåñòíîå ïðîñòðàíñòâî L2(I).Ââåäåì òàêæå â ðàññìîòðåíèå ïîäïðîñòðàíñòâî Hm
0 (I) ïðîñòðàíñòâà

Hm(I), ïîëàãàÿ
Hm

0 (I) :={v(x)∈Hm(I)|v(0) = ... = v(m−1)(0) = v(1) = ... = v(m−1)(1) = 0}.(16)Çàìå÷àíèå 1. Òàê æå êàê ïðîñòðàíñòâî L2(I) ÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåíèåìïî íîðìå
‖v‖0 = (

∫ 1

0

v2dx)1/2ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé Ñ(Ī) (è äàæå ïðîñòðàíñòâà áåñêîíå÷-íî äè��åðåíöèðóåìûõ �èíèòíûõ íà I �óíêöèé) ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà



18 Ëåêöèÿ 1
Hm(I) ÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðó-åìûõ �óíêöèé Cm(Ī) ïî íîðìå (15). Ïðè ýòîì ïîïîëíåíèåì ïî óêàçàí-íîé íîðìå ïðîñòðàíñòâà áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ �èíèòíûõ íà I�óíêöèé áóäåò ïðîñòðàíñòâî Hm

0 (I).5. �åøåíèå ïî÷òè âñþäóÎáîçíà÷èì ÷åðåç C∞
0 (I) ïðîñòðàíñòâî �èíèòíûõ áåñêîíå÷íî äè��å-ðåíöèðóåìûõ �óíêöèé, íîñèòåëü êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò I.Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ u(x) ∈ H2(I)

⋂
H1

0(I) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì(ïî÷òè âñþäó) çàäà÷è (1), (2), åñëè
(Lu − f, v) :=

∫ 1

0

(Lu − f)vdx = 0 ∀v ∈ C∞
0 (I). (17)Çàìå÷àíèå 2. Òðåáîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè u(x) ïðîñòðàíñòâó H1

0(I)ïîíàäîáèëîñü èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñïåöèàëüíî íå îãîâàðèâàòüâûïîëíåíèå äëÿ u(x) ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2), èáî äëÿ êàæäîé �óíêöèèèç H1
0(I) îíè âûïîëíåíû.Òåîðåìà 2. Åñëè f(x) ∈ L2(I), q(x) îãðàíè÷åíà íà I, à p(x) èìååò îãðà-íè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ, òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3) ðåøåíèå (ïî÷òèâñþäó) çàäà÷è (1), (2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè �óíêöèÿ u(x) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) â ñìûñëåîïðåäåëåíèÿ 1 è ïðèíàäëåæèò H2(I), òî îíà áóäåò ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷èè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ2 ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (1) íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ìíîæå-ñòâå, íàïðèìåð, íà öåëîì îòðåçêå õîòÿ è ñêîëü óãîäíî ìàëîé äëèíû. Åñëè

u(x) åñòü ðåøåíèå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2, òî Lu− f ìîæåò áûòü îòëè÷-íî îò íóëÿ èëè áûòü íåîïðåäåëåííûì ëèøü íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü, ò.å.
(Lu − f) = 0 ïî÷òè âñþäó íà I.Çàìå÷àíèå 3. Ìîæåò ñëîæèòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî â îïðåäåëåíèè 2 ìûîòêàçûâàåìñÿ îò òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè íå òîëüêî âòîðûõ ïðîèçâîä-íûõ ðåøåíèÿ, íî è ïåðâûõ (ñì. îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà H2(I)). Íà ñà-ìîì äåëå ýòî íå òàê. Â ñèëó òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà H2(I) ⊂ C1(Ī),



6. Óïðàæíåíèÿ 19ò.å. âñÿêàÿ �óíêöèÿ èç H2(I) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, à, ñëåäîâà-òåëüíî, è íåïðåðûâíà.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòî çàìå÷àíèå è âíîâü îáðàùàÿñü ê çàäà÷å (1),(8), (2) íàõîäèì, ÷òî �óíêöèÿ (10) ÿâëÿåòñÿ åå ðåøåíèåì â ñìûñëå îïðå-äåëåíèÿ 2. Åñëè æå â (10) f1 = f2, ò.å. f(x) ∈ C(I), òî ðåøåíèå â ñìûñëåîïðåäåëåíèÿ 2 ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.Çàìå÷àíèå 4. Íå âñÿêîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïî-÷òè âñþäó. Íàïðèìåð, êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) ñ êîý��è-èåíòàìè p(x) ≡ 1, q(x) ≡ 0 è f(x) = x−α, 1 6= α < 2 ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ
u(x) = [(2 − α)(1 − α)]−1 (x − x2−α) ∈ C2(I)

⋂
C(Ī),êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò H2(I) òîëüêî ïðè α < 1/2.6. Óïðàæíåíèÿ1. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîñòàâèòü íåîäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåð-âîãî ðîäà è â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1 äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-ñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.2. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîñòàâèòü äðóãèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (íå ïåðâîãîðîäà) è äàòü îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.3. Äàòü îáúÿñíåíèå ïðèìåðîâ 2 è 3.4. Ïóñòü ξ ∈ (0, 1), I1 = (0, ξ), I2 = (ξ, 1) . Íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è(1), (2) òàêóþ �óíêöèþ u(x) ∈ C2(I1

⋃
I2)
⋂

C1(I)
⋂

C(Ī), êîòîðàÿ óäî-âëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) è â êàæäîé òî÷êå x ∈ I1

⋃
I2 îáðàùà-åò óðàâíåíèå (1) â òîæäåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (5)

u ∈ C2(I) è ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.5. Äàòü îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:
u′′′′ = f(x), x ∈ I, u(0) = u′′(0) = u(1) = u′(1) = 0.6. Äîêàçàòü áåñêîíå÷íóþ äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè "øàïî÷êà"ω(x).7. Äàòü îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ ïî÷òè âñþäó äëÿ çàäà÷è èç óïðàæíå-íèÿ 1.



20 Ëåêöèÿ 18. Íàéòè ðåøåíèå èç H1
0(0, 1)

⋂
H2(0, 1) óðàâíåíèÿ pu′′ = 1, ãäå

p =

{
p1 0 < x < 1/2,

p2 1/2 < x < 1.9. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1), (6) ïîñòàâèòü òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êî-òîðûõ ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
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